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1. ESPACIO VECTORIAL EN R"

1.1. Concepto de vector en R"

DEFINICION 1. Todo ente matematico que quede representado por n numeros reales

ordenados es un vector n-dimensional.

EJEMPLO 1.
a. Analiticamente, la representacién es la misma para punto que para vector:

U =7= (v, v, ..,1,) Vector
a = (a4, a,,...,a,) Punto

b. Geométricamente:

<N
@

v

En general, se pueden identificar punto y vector tomando el punto como el vector que lo une con

el origen de coordenadas.

R™ es por tanto un conjunto de vectores cuyas componentes son n numeros reales:

R™ = {(a, a3, ...,a, ):a; ER,i =1..n}
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1.2. Operaciones entre vectores

DEFINICION 2.  Se definen las siguientes operaciones entre vectores:

—

e lgualdad de vectores:

X = (xlixZ' ...,Xn) 1}_; = (ylﬂyZ' 'yn)

X=ySixg =y, X =Yz Xn = Iy

Propiedades

e Producto por un escalar

A (X, Xyyee iy X)) =(AX, AKX, AX])

e Suma de vectores.

» Espacio vectorial R™

(x1!x2! "'!xn) + (}’1,372; ""yn) =

(X1 + Y1, X2 + Yo ees X + Vi)

1.3. Espacio vectorial

El conjunto E es un espacio vectorial sobre el cuerpo R", pues verifica:

DEFINICION 3.

1. (E,+) es un grupo conmutativo con la ley interna® “+” :
a) Lasuma de vectores es asociativa:
U+V)+W=U+(V+W)
b) Existe un Unico elemento neutro:
J0cE/VUecE:0+U=0
c) Todo vector de E tiene su opuesto:
VieE/3-UecE/U+(-U)=0
d) Lasuma de vectores es conmutativa:
u+v=v+u
2. La ley externa? “producto por un nimero real (o escalar)” tiene las siguientes propiedades:

a) Distributiva respecto a la suma de escalares:
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b) Distributiva respecto a la suma de vectores:
AU+V)=AT+ AV

c) Asociativa respecto a los escalares:
(AU = A(u0)

d) Elescalar (n°real) 1 es el elemento neutro de la operacion. 10 =U

EJEMPLO 2. El espacio R’ podemos representarlo como el plano cartesiano y un vector

genérico (X,Y) como un punto (vector desde el origen) de dicho plano, donde la X representa
la “distancia horizontal” al origen y la coordenada Yy la distancia vertical al origen. Por ejemplo,

el vector u = (4,3) se representa de la siguiente manera:

5

4

~ . 3 . . .
De forma andloga el espacio R™ podemos representarlo en el espacio cartesiano y para cualquier

” o«

vector genérico las coordenadas representan el “largo”, “ancho” y “alto” del punto (vector) desde

el origen. Por ejemplo el vector = (2,3,1)

= ./eu_r_{:)'.,jc,-1
i I
,'// X
7 B2 S SN

'/’
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EJEMPLO 3. Consideremos los vectores siguientes de R’
U=(2-1) v=(31) Ww=(22)

Se verifica que
a=—-i=(-21)

wa

b=v+w=(31)+(22)=(53)

28]
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2. CONCEPTOS ESPECIFICOS DE ESPACIOS
VECTORIALES

2.1. Combinacién lineal de vectores

DEFINICION 4.  Dado un conjunto de vectores 7y, ...., 7, € R", decimos que otro vector & €
R™ es combinacién lineal de los vectores del conjunto si existen m nimeros reales a4, ..., a,, €

R tales que

l_l, = alﬁl + -+ amﬁm

DEFINICION 5. Diremos, ademas que los numeros reales, y, ..., &, son las coordenadas

del vector U respecto a los vectores vy, ..., Uy,

EJEMPLO 4. Consideremos los siguientes vectores de R’ T = (2,1,—1) V =(3,2,0)

Podemos formar combinaciones lineales de estos vectores:

A(2,1,-1)+ B(3,2,0) = (2A+38, A +2,—1)
Por ejemplo:
4(2,1,-1) —2(3,2,0) = (2,0,—4)

Podemos asegurar que el vector de componentes (2,0, —4) es “combinacién lineal (C.L.)” de los
vectores {L_l =(2,1,-1) v=(32, O)} y sus coordenadas respecto a estos vectores son 4y -

2

PROPIEDAD 1. El vector nulo es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores,

tomando como coordenadas el escalar cero.

0 =0T, +00, +...+ 0T,
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PROPIEDAD 2. Si analizamos la definicion 3 desde el punto de vista geométrico en R?
(plano)
A
- u
u
U—2v
|
—2v

COMBINACION LINEAL

2.2. Dependencia e independencia lineal de vectores

DEFINICION 6.  Diremos que los vectores U,,U,,...,U, sonlinealmente dependientes (L.D.)
si alguno de ellos es combinacion lineal del resto

u; :ﬂlu1+~--+lj_luj_l+/1. u.

j+1 J+1+'“+2‘nun

EJEMPLO 5. Los vectores de R’ {(l, 2,-1),(1,12),(0,-1, 3)} son linealmente dependientes.

Se puede observar que el segundo vector es la suma de los otros dos?

112)=@12-D+(0,-13)

DEFINICION 7. Diremos que los vectores Uj,U,,...,U, son linealmente independientes

(L.I.) si ninguno de ellos es combinacion lineal del resto

EJEMPLO 6. Los vectores de R’ {(L 2,-1),(0, 2,1)} son linealmente independientes.

Para que fuesen dependientes uno deberia ser multiplo del otro, es decir,

(1,2,-1) = 1(0,2,1)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Matematicas para la Computacion y Servicios. 8
Grado en Ciencia, Gestion e Ingenieria de Servicios. Universidad Rey Juan Carlos
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 5. Introduccién a los espacios vectoriales

1=0
2=21
“1=1

Claramente el sistema es incompatible (sin solucion). Esto es, no existe A que cumplas las

condiciones anteriores.*

PROPIEDAD 3. (Condicién necesariay suficiente de independencia lineal) Los vectores
u,,Uu,,...,u, son linealmente independientes si y solo si la tnica forma de obtener el vector nulo
como combinacion lineal de dichos vectores es multiplicar cada vector por el escalar cero.
0,0, 0, sON LI <[ i 0= AT, + A0, +..+ 40X = 4 =4, ==, =0]
Observacion: Por tanto, si podemos obtener el vector nulo como combinacion lineal de los

vectores U,,U,,...,U, con coordenadas distintas de cero implica que los vectores Uy, U,,...,U,

son linealmente dependientes.

EJEMPLO 7. Siconsideremos los vectores siguientes {(1, 2,-1),(1,12),(0,-1, 3)} podemos

obtener el vector nulo como combinacién lineal de ellos de la siguiente forma
(0,0,0)0=2(3,2,-1)-2(1,1,2)+2(0,-1,3)

Hemos obtenido el vector nulo como C.L. de los vectores siendo las coordenadas distintas de

cero, esto implica, segun la propiedad anterior, que los vectores (1, 2,-1),(1,1,2),(0,-1,3) son

linealmente dependientes.

2.2.1. Interpretacién geomeétrica en R’

Dependencia e independencia de dos vectores

. . 2 . . . .
Dos vectores son linealmente dependientes en R™ si son multiplos uno del otro, es decir, si

pertenecen a la misma recta. En este caso # y w son linealmente dependientes, estan en la

misma recta:
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. . . 3 . e .
Dos vectores son linealmente independientes en R™ si no son multiplos uno del otro, es decir, no

pertenecen a la misma recta.

Dependencia e independencia de tres vectores

. . 3 . .
Tres vectores son linealmente dependientes en R si pertenecen al mismo plano ya que uno de

ellos se podra obtener como combinacion de los otros dos

L 4

. . . 3 . . , .
Tres vectores son linealmente independientes en R™ si ho son coplanarios (no estan en el mismo

nlann)
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Se verifica que el rango de la matriz A coincide con el maximo nimero de vectores L.I. de entre
los vectores dados.

Por tanto:

si r'(A) =m=n° de vectores dados => los vectores seran L.I.

si r(A) <m=n° de vectores dados => los vectores seran L.D.

EJEMPLO 8. Comprobar que los vectores {(l, 0,0,3),(1L1,-10),(1,-11, 6)} son L.D.

Formamos la matriz de los vectores dados y calculemos su rango.

1 1 1

0 1 -1
A p—

0 -1 1

3 0 6

Existe un menor de orden dos distinto de cero utilizando las dos primeras columnas

j:':1¢0:>r(A)22

Podemos asegurar que los dos primeros vectores (columnas) {(1, 0,0,3),(1,1, -1 O)} son L.I.

entre si.

Afadiendo la tercera columna y orlando el menor distinto de cero comprobemos los menores de

orden tres.
1 1 1 11 1
0 1 -1=0 0 1 -1=0
0 -1 1 3 0 6

No existen menores de orden tres distintos de cero, por tanto r(A) =2<3. Lo que implica que
los tres vectores {(1, 0,0, 3),(1,1, -1,0),(1,-1,1, 6)} son L.D. Ademés podemos asegurar que

el tercero es combinacién lineal de los dos primeros (ya que los dos primeros son L.I).

EJEMPLO 9. Comprobar que los vectores {(l, 0,0,3),(1L1,-10), (21 -1, 6)} son L.I.

Formamos la matriz de los vectores dados y calculemos su rango.

(112)
0 1 1
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Podemos asegurar que los dos primeros vectores (columnas) {(1, 0,0,3),(1,1, -1 O)} son L.I.

entre si.
Si afiadimos la tercera columna y orlamos el menor distinto de cero comprobamos los menores

de orden tres.

1 1 2 1 1 2
0 1 1(=0 0 1 11=3+#0
0 -1 -1 3 0 6

Hemos encontrado un menor de orden tres distinto de cero y al no existir mas columnas entonces

r(A) =3. Lo que implica que los tres vectores {(1 0, 0,3), (1,1,-1,0),(2,1,-1, 6)} son L.I.

2.3. Sistema Generador de un espacio vectorial

DEFINICION 8.  Sea E un espacio vectorial. Diremos que los n vectores U, U,,...,U, son

sistema generador de espacio vectorial si todos los vectores del espacio son combinacion lineal

de dichos vectores.

U,U,,...,U, esunS.G. del esp. vectorial E siysolosiVX e E=X=A0+ 40, +...+ 4 U, .
Es decir, es sistema generador ya que gracias a U, U,,...,U, podemos generar cualquier vector
X como combinacién lineal de ellos.

Es importante destacar que no necesitamos que LTl, UZ,...,UH sean L.l., ahora bien, debe haber

tantos independientes como para generar cualquier dimension del espacio considerado.

Nota: De este modo, para gue un conjunto de vectores sea un sistema generador de R", el rango

de la matriz que formen tiene que ser n.

Nota: Un sistema Generador de R® puede estar formado por 5 vectores de tres componentes.
Ahora bien, entre esos 5 vectores debe haber al menos 3 linealmente independientes, para poder

general cualquier vector en las tres dimensiones de R3.

Nota: La importancia de que los vectores U,,U,,...,U, sean sistema generador del espacio es

precisamente que a partir de ellos podemos “generar” (haciendo combinaciones lineales) todos

los vectores del espacio vectorial, es decir, que conocidos esos n vectores conocemos todos los
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garantizado por el hecho de que los vectores del sistema generador sean linealmente

independientes entre si. A ese nimero le llamaremos dimensién del especio vectorial.

DEFINICION 10. Denominaremos dimension del espacio vectorial al nimero de vectores que

forman cualquier base del espacio vectorial y se denota por Dim(E) .

La siguiente propiedad aclara ain mas este concepto:

PROPIEDAD 5. DIM(E)=n = n = numero de componentes fijadas libremente para
determinar a cualquier vector del espacio.

Por eso, podemos asegurar que:

o Dim(R?) =2, de modo que todos los vectores de R? (plano cartesiano) tienen 2
componentes, y sus bases, 2 vectores.

o Dim(R?) = 3, de modo que todos los vectores de R?® (espacio tridimensional) tienen 3
componentes, y sus bases, 3 vectores.

o Dim(R*) = 4, de modo que todos los vectores de R* tienen 4 componentes, y sus bases,
4 vectores.

o Dim(R™) = n, de modo que todos los vectores de R™ tienen n componentes, y sus bases,
n vectores.

Nota: Al coincidir en R™ el nUmero de componentes del vector y el nimero de vectores de una

base, la matriz formada por los vectores de la base es cuadrada. Por ello:

PROPIEDAD 6.  Considerando n vectores de R" {Ul,UZ,...,Un}y A la matriz cuadrada de
orden n formada por dichos vectores, entonces se verifica que los vectores son base de R" si y

solo si |A|;t0.

EJEMPLO 10. Comprobar si los vectores {(2,1, 0), (1, 2,1)} forman base de R3
Dado que la Dim(R3) = 3, todas las bases tienen 3 vectores. Por tanto, el conjunto de vectores
{(2,1, 0), (4, 2,1)} no pueden ser base de R? ya que solamente son dos vectores.

Podemos comprobar que son L.1. estudiando el rango de la matriz de esos dos vectores

2 1
A=|1 2
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EJEMPLO 11. Comprobar si los vectores {(2,1, 0),@2,1),(1,11),(3,-1, O)} forman base de

de R3

Dado que la Dim(R®) = 3 todas las bases tienen 3 vectores. Por tanto el conjunto de vectores
{(2,1, 0),122),(1L11),(3,-1, 0)} no pueden ser base de R? ya que son cuatro vectores. Al ser
la dimension tres el maximo nimero de vectores L.I., lo que implica que el conjunto de vectores
{(21,0),(1,2,1),(1,1,1),(3,~1,0)} son L.D.

Los vectores {(2,1, 0),@€22),(1L11),(3,-1, 0)} podrian formar S.G. Bastaria con que tres de

ellos formasen base, es decir, fuesen L.I. Comprobémosilo:

2 11 3
A=|1 2 1 -1
0110

o N

1
2 I§=2#0=r(A)=3.
1

Los tres primeros vectores {(2,1, 0),121),(11, 1)} son L.I. Dado que son tres vectores de R3
entonces son base de R3. Esto es, son también S.G.

Por lo tanto los vectores {(2,1, 0),121,111),(3,-1, O)} , también, son S.G. de R3 (pero L.D.)

EJEMPLO 12. Comprobar si los vectores {(—1, 2,0),(1,2,1),(0,1,1)} forman base de R3

110
IA=|2 2 1|=-320sr(A)=3
0 11

Los vectores {(—1, 2,0),(1,2,1),(0,1, 1)} son L.1.

Dado que Dim(R3®) = 3 y segtin la jError! No se encuentra el origen de la referencia. basta g

ue tres vectores de R? sean L.I. para que formen base de dicho espacio.

3. SUBESPACIO VECTORIAL
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Tenemos dos tipos de subespacios:
DEFINICION 12. Dado un conjunto de vectores U,,U,,...,U,, de un espacio vectorial E,

denotaremos por L{Ul,Uz,...,Um} al subconjunto de E formado por todas las combinaciones
lineales de los m vectores.

L{T,0,,...0, } ={X€E | X=A0,+A0,++A,0,}

Al subconjunto L{Ul,UZ,...,Um} se le denomina subespacio o variedad lineal generada por

los vectores U, U,,...,U,

EJEMPLO 13. Sea el subespacio de R? generado por los vectores {(1, 2,1),(2,4, 2)}

L{(1,2,1),(2,42)} ={(3,6,3),(-1,-2,-1),..} ={x e R®/ x = 2(1,2,1) + B(2,4,2)} =

Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineal y homogéneo®

a11X1+a12X2+'”+a1an:0 a; &, - 4, % 0
X, +8y,X, +-+8, X, =0 ici a a, ' a X 0 o =
1%+ 85X, 2nXn ,0 matricialmente, | 921 %2 22 2T 5 AX=0
A X +a,X, oA X, = 0 Ay Ay, o Ay, X 0

La siguiente propiedad nos define el otro tipo de subespacios que vamos a tratar:

PROPIEDAD 7. El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones homogéneo es un

subespacio vectorial de R" y ademéas su dimension coincide con N—R(A).

S={x € R* / Ax = 0} esunsubespacioy Dim(S)=n-r(A)

DEFINICION 13. El sistema de ecuaciones homogéneo (suprimiendo las ecuaciones
redundantes) que define un subespacio vectorial se le denomina ecuaciones cartesianas del

subespacio.
El nimero de ecuaciones minimo para determinar el subespacio es igual a N— Dim(S) .

OBSERVACION: Para determinar una base de un subespacio vectorial es suficiente con resolver
el sistema con las ecuaciones cartesianas del subespacio, que normalmente sera compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
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2x—y =0
S=9 (xy,2)eR® / x—z=0
3x—-y—z=0

Calculemos en primer lugar la dimension del subespacio:
La matriz de coeficientes del sistema es:

2 -1 0
A=l1 0 -1
3 -1 -1

Encontramos un menor de orden dos distinto de cero:

J1:1;vs0:>r(A)22

1 0
Se comprueba que el tnico menor de orden tres es nulo
2 -1 0

1 0 -1=0=r(A)=2

3 -1 -

De lo que se deduce que:

Dim(S) =n-r(A)

Dim(S)=3-2=1
Al ser el rango de la matriz de coeficientes 2 una de las ecuaciones es redundante y puede ser
suprimida. Esta ecuacion puede ser la tercera ya el menor de orden dos distinto de cero estaba
formado por las dos primeras ecuaciones:
Ecuaciones cartesianas del subespacio S:

2x—y =0
S = (x,v,2) ER® / x—-z=0

Una base del subespacio estard formada por un solo vector al ser la dimensiéon uno. Para
encontrar dicha base tenemos que resolver el sistema. Dado que es un sistema con tres
incégnitas y dos ecuaciones (L.I.) el sistema es compatible indeterminado (infinitas

soluciones=vectores del subespacio). Dichas soluciones dependeran de un parametro libre:

2x—y=0] [y=2x
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Para determinar una base Unicamente necesitamos un vector del subespacio ya que la dimension

era uno. Para ello, basta con dar un valor no nulo al parametro. Por ejemplo A =1
Base de subespacio: {(l, 2,1)}

2x—y=0
S={yneR ; x—z=0 (=L1L2D}

EJEMPLO 15. (Determinacion de las ecuaciones cartesianas a partir de una base)
Sea el siguiente subespacio S = L({(l, 2,1,0),(-2,-4, 0,1)})

Como ya hemos visto que el jError! No se encuentra el origen de la referencia. b) se verifica q
ue DImM(S)=2. Lo que implica que el nimero de ecuaciones cartesianas que tienen que
verificar los vectores de dicho subespacio son:

n° de ecuaciones =n—Dim(S)=4-2=2
Consideramos un vector genérico de R*, (X, Y, Z,t) . Este vector pertenece al subespacio si es
combinacién lineal de los vectores de la base del subespacio {(1, 2,1 0),(—2,—4,0,1)}. Esto
implica que los tres vectores {(X, y,z,1),(1,2,1,0),(-2, 4, 0,1)}son L.D. De lo que ha de

verificarse que el rango de la matriz formada por esos tres vectores debe ser dos.

Xx 1 -2
2 -4
A y
z 1 O
t 0 1

El rango de esta matriz sera dos si todos los menores de orden tres son nulos. Calculando dos

menores de orden tres igualados a cero obtendremos las ecuaciones cartesianas del subespacio.

x 1 -2

y 2 -4=0<-472-2y+472+4x=0<4x-2y=0
z 1 0

x 1 -2

y 2 A4=0=2X-4M+4t-y=0<=2x-y=0

t 0 1
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3.1. Interpretacion geométrica de los subespacio de R3

Gréaficamente los subespacios de dimensién uno en R3 son rectas que pasan por el origen (el
vector nulo siempre pertenece al subespacio).
Todos los vectores son combinacion lineal (multiplos) de un solo vector que forma la base del
subespacio
S =1L{(2,1,2)}
S={12,1,2)VAER}
S={(2A1,21)V1€eR}

Gréaficamente los subespacios de dimension dos en R® son planos que pasan por el origen.
Todos los vectores son combinacion lineal (multiplos) de los dos vectores que forman la base del

subespacio

S = L{(1,1,0), (2,1,1)}
S={A(1,1,0)+B(2,1,1) VAL €R}
S={(A+2B8,1+B,8) VLB ER}

4. TRANFORMACION LINEAL

Uno de los andlisis econdmicos mas comun es el estudio de procesos secuenciales, es decir,
estudiar como una situacién evoluciona a lo largo de una secuencia de lugares o en un nimero
de periodos de tiempo. Si esta evolucidn se realiza de modo lineal, conocido el estado inicial
podemos averiguar el estado al cabo de n secuencias mediante el analisis de transformaciones

lineales o aplicaciones lineales.

4.1. Aplicacion lineal.

DEFINICION 14. (Aplicacion Lineal): Dados dos espacios vectoriales, Ey E"', diremos que una

aplicacién, f , entre ambos espacios es una aplicacion lineal si verifica los dos siguientes

nrnniadadac:
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Nota: Las aplicaciones lineales reciben el nombre también de homomorfismos, y de

endomorfismos cuando estan definidas entre el mismo espacio vectorial.

PROPIEDAD 8. Toda aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales E de dimensién N y
E' de dimension M es de la forma:
f:E—>FE"'
PO X000 X0) = (V1 Yoo Yin)

donde:

Y1 =8 X HapX, e X,
Y, =y X +a,X, +-++a,,X

2n"'n

ym = a‘mlxl + amZXZ +oeet aman
siendo (X, X,,...,X,) las coordenadas de un vector genérico en funcion de una base de E e

(Y1) Y,,---Y,) un vector genérico de E'

DEFINICION 15. (Expresion matricial). Segun la propiedad anterior, cualquier aplicacién lineal

viene determinada por una matriz de orden mxn.

fiR* - R™
X1 1
(,)-()
xn ym

siendo la matriz:

&; - &y,
Aol . .
ml mn
EJEMPLO 16. Calcular la matriz asociada a la siguiente aplicacién lineal

fiR? - R3

fGoy) =Q2x+y,—-y,3x—2y)
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2 1
foxy)=lo -1 (Xj
3 2\

EJEMPLO 17. Calcular la matriz asociada a la siguiente aplicacion lineal
g:R* > R?

9, y,2) = (—y +2z,6x— 2y + 2)

El orden de la matriz asociada a la aplicacién f es 2x3y dicha matriz es:

0 -1 2
A:
(6 -2 1)

Por tanto la expresién matricial de la aplicacion es:
0 -1 2 X

f(x,y,2)= -
(xY,2) (6 S J y

4.2. Autovalores y autovectores.

DEFINICION 16. Dado un endomorfismo, f , de un espacio vectorial se dice que un vector U

es un autovector del endomorfismo si la imagen de dicho vector es un mdltiplo de él. Esto es:
f(@) =0

Si el endomorfismo viene determinado por una matriz cuadrada A, se dice que el vector U es

un autovector de la matriz.

DEFINICION 17. Dado un endomorfismo, f , de un espacio vectorial se dice que un escalar A

es un autovalor del endomorfismo si existe un vector 0 # 0 tal que:
f(T) = AT

Si el endomorfismo viene determinado por una matriz cuadrada A, se dice que el escalar A es

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Matematicas para la Computacion y Servicios. 20
Grado en Ciencia, Gestion e Ingenieria de Servicios. Universidad Rey Juan Carlos
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y serd retirada.



Tema 5. Introduccién a los espacios vectoriales

EJEMPLO 18. Dado el siguiente endomorfismo
f:R? > R?

flx,y) = (x+ 2y,3x + 2y)

Comprobar que el vector U = (4,6) es un autovector asociado al autovalor A =4

f(4,6) = (4+2-6,3-4+2-6) = (L6,24) = 4-(4,6)

PROPIEDAD 9. El subconjunto formado por todos los autovectores asociados un determinado

autovalor, A, forman un subespacio vectorial. A dicho subespacio le denotaremos por S,

S,={UeE /| f(U)=20}

PROPIEDAD 10. Dos autovectores asociados a distintos autovalores son linealmente
independientes.

4.2.1. Calculo de los autovalores.

DEFINICION 18. (Polinomio caracteristico): Dado un endomorfismo definido por una matriz A
fiR* - R"

X1 V1
al - 1= -
xn ym
Se denomina polinomio caracteristico del endomorfismo o de la matriz A al determinante de la

matriz (A—M )

p(1) =|A-4l|

PROPIEDAD 11. Las raices del polinomio caracteristico, si existen, son los autovalores del

endomorfismo (o de la matriz), es decir, las soluciones de la ecuacion:

p(2) =|A-A1|=0

. . [-3 -2)
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4+-16-12 - {/1 =1

A28 +3=0= A=
2 A=3

EJEMPLO 20. Calcular los autovalores del endomorfismo asociado a la matriz

4 1 -1
A=12 5 -2
11 2

Polinomio caracteristico:

4-1 1 -1
P =|A-Al|=| 2 5-2 -2 |=(4-A)(BE-A)(2-2)-2-2+(B-2)+2(4—-1)-2(2—1) =
1 1 2-2

p(A) = -A*+114% -394+ 45
Calculemos los autovalores (raices del polinomio caracteristico)6:
A =3 (multiplicidad 2)

~22+114° -3940 +45=0= A
A =5 (multiplicidad 1)

0 1
EJEMPLO 21. Calcular los autovalores del endomorfismo asociado a la matriz A= ( 10

Polinomio caracteristico:

1 2
p(2) =|A-Al|= _/1 =% +1

-1

Calculemos los autovalores (raices del polinomio caracteristico):
P2+1=0=1=V-1¢R
Esta matriz no posee autovalores reales y por tanto tampoco autovectores

4.2.2. Calculo de los autovectores:

Dado que el subconjunto de los autovectores asociados a un mismo autovalor forman un

subespacio vectorial, podemos definir para cada uno una base del subespacio.

PROPIEDAD 12. EIl conjunto de autovectores asociados a un mismo autovalor son las

anhiicinnes dal cinlliente_sistema de ecliaciones linealeg:
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4 1 -1
endomorfismo asociado a lamatriz A={2 5 -2
11 2

Recordemos (ver ejemplo 20) que los autovalores de la matriz son A =5(simple) y 4 =3
(doble).

Calculemos base del subespacio asociado al autovalor A =5:

4-5 1 -1 x 0
x €R® |< 2 5-5 —2><y>=<0>}
1 1 2—-5/\z 0
x 0 -x+y—z=0
<y)=<0>]={f ER® | 2x—22=0}
z 0 x+y—3z=0

S;.s={x eR® | (A-5Dx=0}=

-1 1 -1
X € R3 |<2 0 —2)
1 1 -3

Si=5 =

Calculemos el rango de la matriz de coeficientes

Existe un menor de orden dos no nulo:

1
)= 2#0=r(A)22

-1 1 -1
Dado que el Ginico menor de ordentresesnulo [2 0 —2/=0 entonces '(A) =2
1 1 -3

Por lo tanto la dimension del subespacio S,_ es 1:
Dim(S, ;)=3-r(A-51)=3-2=1
Las ecuaciones cartesianas del subespacio S,_; son:
-X+y—-z=0
2x-22=0
Las soluciones dependeran de un parametro. Solucionando el sistema obtenemos:
X=1
y=2z

Dando un valor distinto de cero al parametro, por ejemplo Z :1, obtenemos una base del
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4-3 1 -1\ /x 0
X ER3 |< 2 5—3 —2><y>=<0>}
1 1 2-3/\z 0

1 1 -1\ /x 0 x+y—z=0
SA:SZ{f ER® | (2 2 —2)(}’):(0)}:{)? ER3® | 2x+2y—22=0}
1 1 -1/ 'z 0 x+y—z=0

El rango de la matriz de coeficientes es igual a 1 ya que la segunda y tercera fila (columna) son

Sis={x eR® | (A-3Dx=0}=

multiplo de la primera (todos los menores de orden dos son nulos)

Por lo tanto la dimension del subespacio S,_, es 2:
Dim(S,_;)=3-r(A-3l)=3-1=2
Las ecuaciones cartesianas (suprimiendo las redundantes) del subespacio S,_; son:
X+y-2z=0}
Las soluciones dependeran de dos pardmetros. Solucionando el sistema obtenemos:
X=-y+z}

La base del subespacio estara formada por dos vectores linealmente independiente. Los

obtendremos dando valores (no nulos) a los parametros:
Siy=1z=0=(-110)

Siy=0,z=1= (0,1

Ambos vectores son L.I. por tanto forman base del subespacio

S, =L{(-110),L0,1)}

5. DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ CUADRADA

5.1. Matrices semejantes

DEFINICION 19. (Matrices semejantes). Diremos que dos matrices cuadradas, A y B son
semejantes si existe un tercera matriz, P regular7 tal que se verifica que:
A-P=P-B

Despejando una de las dos matrices esta condicion se puede escribir®:
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DEFINICION 20. (Matriz diagonalizable): Diremos que una matriz cuadrada A (o el
endomorfismo asociado a dicha matriz) es diagonalizable si existe una matriz diagonal®
semejante a ella, es decir,

A es diagonalizable si existe una matriz diagonal A y otra matriz P regular tal que:

-1
A=P-A-P
Enunciemos algunas propiedades que nos permitiran demostrar cuando una matriz es

diagonalizable y calcular la matriz diagonal semejante y la matriz P .

PROPIEDAD 13. Siunamatriz A es diagonalizable entonces la matriz diagonal semejante esta

formada por los autovalores de la matriz A .
Observaciones: Esto implica que:
= las raices del polinomio caracteristico tienen que ser todas reales para que la matriz sea
diagonalizable, es decir, si alguna de ellas no es real entonces la matriz no es
diagonalizablePROPIEDAD 9
= Sila matriz es diagonalizable y alguna raiz del polinomio caracteristico es mdltiple en la
matriz diagonal el autovalor se repetira tantas veces como la multiplicidad de dicha raiz.
= Que todas las raices del polinomio sean reales no implica que la matriz sea

diagonalizable.

PROPIEDAD 14. (Condicién necesaria y suficiente de diagonalizacion) La condicion necesaria
y suficiente para que una matriz cuadrada A (o el endomorfismo asociado) sea diagonalizable es

que exista una base del espacio vectorial formada por autovectores.

PROPIEDAD 15. Si la matriz cuadrada A es diagonalizable, es decir, A=P-A-P™ la matriz

P esta formada (sus columnas) por una base de autovectores.

Observaciones: Teniendo en cuenta la PROPIEDAD 10, en la practica podemos afirmar que:
= Sitodos los autovectores, las raices del polinomio caracteristicos son distintos y reales
entonces la matriz sera diagonalizable. Cada uno de ellos aparecera una sola vez en la
matriz diagonal y la base de autovectores estard formada por un autovector por cada
autovalor.
= La matriz sera diagonalizable si la suma de las dimensiones de los subespacios de

autovectores es igual la dimension del espacio vectorial
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= De lo anterior se demuestra que para que la matriz sea diagonalizable la dimensién cada
subespacio de autovectores de un mismo autovalor tiene que coincidir con la

multiplicidad de dicho autovalor (raiz del polinomio caracteristico).

EJEMPLO 23. Comprobar que la matriz siguiente no es diagonalizable:

2 00
A=|0 1 1
0 0 1
Polinomio caracteristico:
2-12 0 0
p(A)=|A-All=| 0 1-12 1 |=(2-2)1-4)
0 0 1-2
Calculo de los autovalores:
A=1 (doble
p(A) =0=(2- A)- Ay = |+ (dopte)
A =2 (simple)

Calculo de la dimension de los subespacios de autovectores:

Dimensién del subespacio S,_,

2-2 0 0 0 0 O
A-2l= 0 1-2 1 (=0 -1 1
0 0 1-2 0 0 -1

El rango de la matriz A—2l es dos ya que existe un menor de orden distinto de cero y el tnico

menor de orden tres es cero:

00 O

11

‘o ]J=—1¢0 0 -1 1|=0
0 0

Por tanto se verifica que:
Dim(S,_,)=3-r(A-21)=3-2=1

dimensién del subespacio S,_;

2-1 0 O 1 00
A-1= 0 1-1 1 |={0 0 1
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10
01

‘:1¢0

o O -
o O O
o - O
I
o

Por tanto se verifica que:
Dim(S,,)=3-r(A-1)=3-2=1
Para que la matriz fuese diagonalizable la suma de las dimensiones de los subespacios de

autovectores tendria que ser igual al orden de la matriz. Es facil comprobar que esta condicion
no se cumple:

3= Dim(S,_,)+Dim(S,_,)

3#1+1=2

Por lo tanto la matriz A no es diagonalizable

EJEMPLO 24. Comprobar que la matriz del ejemplo 22 es diagonalizable:

4 1 -1
La autovalores de lamatriz A={2 5 -2 |son A=5(simple)y A =3 (doble)
11 2
Las dimensiones de los subespacios de autovectores son, respectivamente:
Dim(S,)=1
Dim(S /1:3) =2

Por tanto la matriz es diagonalizable ya que la suma de las dimensiones de los subespacios de

autovectores coincide con el orden de la matriz:
Dim(U *) = Dim(S, )+ Dim(S,_,)
3=1+2

La matriz diagonal semejante a la matriz dada es;

A=

O O o
o w O
w O O

La matriz P es la matriz formada por la base de autovectores'?:

1 -11
P=12 1 0
10 1
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A=P-A-P*
41 -1 (1 -1 15 0 0)1 -1 1"
2 5 -2|=(2 1 0|0 3 0|2 1 O
11 2 1 0 1)\0 0 3){l1 0 1
EJEMPLO 25. Comprobar que la matriz siguiente es diagonalizable
1 41
A= 2 1 0
-1 31
Polinomio caracteristico:
1-4 4 1
p(A)=|A-al|=| 2 1-2 0 |=(1-2)°+6+(1-2)-801-2)=-2°+31°+42
-1 3 1-2

Calculo de los autovalores

1=0
P(A)=0=-22+312+41=41=-1
A=4

Por lo tanto al ser los tres autovalores reales y distintos podemos asegurar que la matriz es
diagonalizable (la dimension de cada uno de los subespacios de autovectores es uno)

La matriz diagonal semejante es:

0 0 O
A=|0 -1 0
0

EJEMPLO 26. Calcular la matriz A diagonalizable tal que los autovalores son

A=-1,1=11=-2 yunabase de autovectores asociados (en el mismo orden) son

{(1,0-1),(L1,0),(10,0)}

Dado que la matriz es diagonalizable se verificara que:
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Por lo tanto se puede calcular la matriz como siguell:

1 1 1\/-1 0 O 0 0 -1 2 3 -1
A=PAP_1=<0 1 O)(O 1 0)(0 1 0>=<0 1 0)
-1 0 0 0 0 -2/\1 -1 1 0 0 -1
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